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1. Contextualizacion

El algoritmo de ordenamiento Quicksort, que funciona por medio de la estrategia “Divide y
venceras”, corresponde a un mecanismo computacional para ordenar un conjunto de datos
cuyos valores pueden ser comparados por medio de igualdades o desigualdades. Este
algoritmo centra su funcionamiento en la seleccion de un pivote y de forma recursiva
ordenar los elementos que sean menores y mayores a él.

La complejidad temporal de este algoritmo en su peor caso es de O(n?) y en un caso
promedio es de O(nLog(n)), todo depende de lo conveniente que resulte el pivote
seleccionado. El caso promedio de este algoritmo en realidad se aproxima al siguiente valor
una vez se aplican procedimientos matematicos para realizar una determinacion precisa:

(0) 2n(ln(n)) = 1.39n log, n
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Esta complejidad resulta llamativa, pues en la mayoria de los casos, este algoritmo es capaz
de ordenar un conjunto de elementos de forma logaritmica. Por esta razon, es ampliamente
usado en la actualidad para abordar problemas que requieren ordenamiento de datos
mutuamente comparables.

2. Objetivo

Este documento tiene como finalidad comprobar de forma matematica que el algoritmo
Quicksort se aproxima en complejidad temporal a la expresion (0) en su caso promedio.

3. Desarrollo

Debido a que este algoritmo utiliza la estrategia “divide y venceras”, se compone de 3 pasos
principales:

1. Dividir: Tomar un pivote y reorganizar los elementos de un conjunto de tal forma
que todos los elementos a la izquierda del pivote al final sean de menor o igual valor
a él y los que quedan a su derecha sean mayores o iguales. El pivote queda al final
en su posicion correcta respecto a los demas elementos. A este proceso se le llama
“Particion”.

2. Conquistar: Ordenar los subarrays o subconjuntos que quedan a la izquierda y
derecha del elemento pivote luego del primer proceso de Particion. Este
ordenamiento se realiza con llamados recursivos al paso 1 (Particion).

3. Combinar: Al unir todos los subarrays o subconjuntos ordenados, se obtiene el
conjunto inicial con todos los elementos organizados de menor a mayor.

Nota: En caso que se quiera organizar el conjunto de mayor a menor, la funcion del
proceso de Particion debe cambiar para que los elementos a la izquierda del pivote sean
mayores o iguales a él y a la derecha de menor o igual valor.

Implementacion del algoritmo Quicksort

A continuacion se puede apreciar una posible implementacion del algoritmo Quicksort,
compuesta de sus partes fundamentales.



pivotPosition i, )
pivot = array[pivotPosition]

array[pivotPosition] = array[f]
array[f] = pivot

fromLeftIndex = i
fromRightIndex = (f-1)

fromLeftIndex fromRightIndex:
leftElement = array[fromLeftIndex]
rightElement = array[fromRightIndex]

(leftElement > pivot) (rightElement pivot):
temp = leftElement

array[ fromLeftIndex] = array[fromrRightIndex]
array[ fromRightIndex] = temp

fromLeftIndex
fromRightIndex

(leftElement > pivot) (rightElement > pivot):

fromRightIndex

(leftElement pivot) (rightElement pivot):

TromLeftIndex

fromLeftIndex
fromrRightIndex

array[f] = array[fromLeftIndex]
array[ fromLeftIndex] = pivot
pivotPosition = fromLeftIndex

pivotPosition




ram i: initial position ( ) y that wants to b
@param f: final position ( x) of the array that wants to b

@return array: the array that was given in parameters but sorted with the Quicksort algorithm.

pivotPosition (array,i, )

(array, i, pivotPosition-1)
(array, pivotPosition + 1, )

return array

Figura1. Posible implementacion del algoritmo Quicksort. Elaboracién propia

Analisis del caso promedio del algoritmo Quicksort

Si se toma la decision de definir el pivot como un nimero aleatorio entre los elementos de
un conjunto o arreglo, es mas probable que se obtenga un valor que logre repartir en una
cantidad casi equitativa los elementos a su izquierda y derecha.

Cuando los elementos a la izquierda y derecha del primer pivot luego de la particion son
similares en cantidad, es posible experimentar un comportamiento logaritmico de la funcion
de complejidad temporal para ordenar todo el conjunto.

Para la comprobacion matematica de la complejidad temporal, se considera un arreglo de
valores mutuamente comparables por medio de igualdades y desigualdades. Este arreglo
cuenta con n elementos.

La complejidad temporal promedio de este algoritmo depende directamente del numero
total de comparaciones que se realicen a la hora de ordenar un arreglo o conjunto. En el
caso de un arreglo con n elementos, el numero total de comparaciones esperadas se
obtienen a partir de dos componentes centrales:

1. Las comparaciones realizadas en la primera particion de los n elementos después
de haber elegido el pivote de manera aleatoria.

2. Las comparaciones realizadas en las dos sublistas resultantes de la primera
particion mas las comparaciones esperadas en las 4 sublistas que se generen de la
particion de estas 2 sublistas y asi en adelante.



Paso de particion:

Teniendo en cuenta la eleccion aleatoria del pivote, la mayor probabilidad corresponde al
caso en el que este elemento no es el ultimo o primero del arreglo. Esto es importante
porque la cantidad de comparaciones que se realizan en la primera particion es (n-1, el
pivote contra todos los demas elementos) pero en el peor caso, cuando el pivote es el
primer o ultimo elemento del arreglo.

A esta cantidad (n — 1) de comparaciones se le suman otras dos correspondientes al caso
especifico de la implementacion del algoritmo realizada, pues existe siempre una
comparacion para revisar si el indice navegador por la izquierda es igual al de la derecha
(debido al While) y si son iguales, se ejecuta de nuevo el ciclo para después volver a
comparar si siguen siendo iguales o ya se sobrepasaron entre si.

Cuando el pivote se elije de forma aleatoria, la probabilidad de que cada elemento sea
elegido como tal es de:

P=;

Por lo tanto, la cantidad de comparaciones que se esperan en la primera particion es de
menos de % y esto se puede evidenciar en el caso de la implementacion hecha de forma

propia, donde existen dos numeros que recorren los indices del arreglo; uno desde la
ultima posicion y otro desde la primera (se terminan encontrando en el indice de la posicion
inicial del pivote).

Entonces, segun lo explicado anteriormente, la cantidad de comparaciones iniciales para el
primer paso de particion en el caso del algoritmo implementado varia de menos de n/2 a
(n + 1) comparaciones. Aun asi, para la presente demostracion se va a tomar el peor caso
de n + 1 comparaciones con el objetivo de realizar un analisis realista de la aptitud que
tiene usarlo.

Paso de ordenamiento recursivo:

En cada particion que se realiza, la posicion inicial del pivot seleccionado corresponde
también a su posicion final en el arreglo, por esta razén, se llama la funcién de Particion
sobre substrings que no incluyan la posicion del pivote.

Un caso base en el ordenamiento con Quicksort corresponde a llamar la funcién de
particion sobre un arreglo de tamafio 0 o 1. Pues no requiere ni una comparacion para
“ordenarlo”.

Mas alla de ese caso base, el costo recursivo de ordenar los elementos menores o iguales
al pivot y los mayores a este depende de la posicion del pivot mismo. Para analizar de



forma matematica este costo con base en el nimero esperado de comparaciones, se
asume k como una variable que toma el valor de los indices del arreglo:

k€{0,123..(n—1)}

En el caso del pivot seleccionado en k = 0, el costo recursivo de ordenamiento sera C, +
C,—1 (peor caso). Donde C,, expresa el numero de comparaciones necesarias para ordenar
los elementos de un array o subarray. En el peor caso, ordenar los elementos mayores o
menores al pivot en la primera o ultima posicion del arreglo toma 0 comparaciones para los
elementos que estan en su extremo vacio (sin mas elementos) y n — 1 comparaciones
para los demas elementos (todos excepto él), por tanto, tendria que compararse con todos
los demas valores.

En general, si el pivot se localiza en la posicion k del arreglo, el costo recursivo medido con
comparaciones sera de:

Cp + Chk

el valor que tome k entre las n posibilidades tiene la misma posibilidad (;), entonces el
costo recursivo promedio del algoritmo se puede expresar asi:

_ (Co+ Cpoq) +(C1+ Cup) + 4+ (Chp + C1) + (Cyq + Cp)

Cp -

No6tese que cada expresion en la suma aparece repetida desde k = 0O hastak =n—1

y por tanto, es posible simplificar la expresion recursiva asi:

. (Co) +(C1) +(Cp) + -+ (Cp—y)

C, =2 -

Combinacion del paso de particion y el paso recursivo

Al combinar el costo temporal de ejecutar los dos pasos principales que componen al
algoritmo Quicksort resulta la siguiente expresion:

(Co) + () + (G) + -+ (Crv)

Ch=(n+1)+2 -

y la ecuacion recursiva se puede denotar de la siguiente forma:

0, n=0vn=1

G =] gy, @@t G,




donden =0 vn =1 son los casos base de este algoritmo recursivo.

Analisis matematico de la complejidad temporal promedio del algoritmo

A continuacion se va a intentar simplificar la expresion obtenida para el caso recursivo del
algoritmo con el objetivo de observar de foma mas visual el comportamiento de su
complejidad temporal en funciéon del nimero n de elementos que tenga el array o conjunto
que quiera ordenar.

Para simplificar la variable n que se encuentra dividiendo la suma principal, se va a multiplicar
a cada lado de la igualdad por n:

nxCy=n*m+1)+2((Co) + (C)) + (C) + -+ (Cpy)) (1)

Para simplificar una gran cantidad de términos en esta ultima ecuacion, se puede analizar la
expresion para (C,,_4):

M= *Chy=m—-1*((n=1D+1)+2((Co) + (C) + (C) + -+ (Cn_2))
= -D*n+2(C)+ )+ )+ +(G2)) (@)
Esta ultima ecuacion comparte muchos términos con la primera obtenida para (C,,),
si se sustrae la segunda (2) de la primera (1), se obtiene la siguiente expresion:

nCy— (M= DGy = (n(n+ 1) — (n(n — 1)) + 2(Caos)

Si se desarrolla la parte:
(n(n+ 1)) — (n(n—1))
=n?+n—-nn-1)
=n?+n—-n’+n
=2n
El resultado es 2n y la ecuacion se simplifica asi:
nC, — m—1)Cp_1 =2n+ 2(C,_1)
nC,— nCy_1+1C,_1 =2n+2(Cp_1)
nC, =2n+ 2(C,_1) + nCp_1 — Cp_1
=2n+ (C,_1) +nC,_4
=(Ch))(n+1)+2n



y ahora se dividen a ambos lados de la igualdad por la expresion n(n + 1)

Cn _(Cw4)+ 2
n+1 n n+1

(3)

Al comparar el término de la izquierda de la igualdad con el término de la derecha de la
igualdad, se puede notar que el de la izquierda corresponde al de la derecha pero cuando n

.z 2
vale uno menos (n-1) y se le ha sumado la expresion —

. . . Cp— .
Esto permite expresar el término (’;—1) y sus consecuentes valores (restando 1 a la variable

n) a partir de sustituciones, teniendo en cuenta la ecuacion (3).

Por tanto, las primeras expresiones que se obtienen al restarle 1 consecuentemente an y
realizar sustituciones son:

Co _(Cpn) | 2

n+1 n n+1
C,_ 2 2

_ (n2)+_l+
n—1 n n+1

Cas) 2 ]2
_“ —2+n—J+E+

Esta consecucion de sustituciones pueden llegar hasta el caso base C; , cuando se realizan
0 comparaciones. Para ese momento, y teniendo en consideracion que los valores de x (x es
el valor obtenido luego de restarle 1 a n de forma consecutiva) comienzan desde 2 para el
caso recursivo C , se llega a la siguiente igualdad:

Cp _C{+2 2 2 2 2 N 2
n+1 2 3 4 5 6 7 n+1

2
n+1

Ahora, con el objetivo de simplificar el término n+ 1 y dejar despejado C,, que es la
complejidad promedio que se quiere calcular, se multiplica por n + 1 a ambos lados. Ademas,
debido a que C; = 0, este valor se elimina de la expresion y luego se factoriza por factor
comun 2 la suma.

1 1 1 1 1 1
s+ttt t ot —)
n+1

Cn=2(n+1)(3 atstets

La parte de la expresion,



. . . , 1
cuenta con la particularidad de poder ser aproximada como el area de la curva y = ~ para
valores de x entre 3y (n + 1) en este caso. Este area bajo la curva puede verse como una

. . ‘g 1 1
sumatoria de Riemman de los valores de n entre 3y (n + 1) para la expresion o Z;l;},x— Ax
i

y su aproximacion grafica seria la siguiente:

Figura 2. Grafica de la aproximacion que se podria realizar del célculo del area bajo la curva descrita por la
funcién y = o la cual resulta ser una aproximacion a la expresion de complejidad temporal obtenida para el

caso promedio del algoritmo Quicksort para ordenar n elementos de un arreglo. Tomada de
https://mathcenter.oxford.emory.edu/site/cs171/quickSortAnalysis/

Este area bajo la curva también puede ser determinada por medio del calculo de la integral
definida entre x; = 3 (limite inferior) y x, = n + 1 (limite superior) de la funcion y = % y el
resultado de esta operacion, junto a la multiplicacion por el término que acompana esa suma:
2(n + 1) conformarian una acertada aproximacion del caso promedio del algoritmo.

1 1 1 1 1 1
Cn~2(n+1)(§+z+§+g+?+...+n_+1)

n+1 1
Cn~2(n+1)f — dx
3 X
Y la solucion a la integral es la siguiente:
n+1l 1
f o dx = Inx |31 (Integral inmediata de ;dx)
3

= In(n+1)—-1In (3)
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Por tanto, la aproximacion queda de la siguiente forma:
Ch~2(n+1(n (n+1) —In (3))

Sin embargo, para efectos de calcular una aproximacion numérica no muy compleja con el
logaritmo natural, se va a tomar el resultado de la integral sin evaluarse en sus extremos:

Ch~ 2(n+ 1)(In(n))

Ahora, para llevar esta expresion a otra que pueda dar una idea del comportamiento temporal
promedio de Quicksort se va a realizar lo siguiente:

Debido a que In(n) es aproximadamente igual a log, n dividido por una constante, y
especificamente por la constante log, e , donde log, e tiene un valor aproximado de 1.44.

La expresion de complejidad aproximada puede escribirse ahora como:

log, n
C,~ 2(n+ 1) 22

log, e

la sustitucion de In(n) es equivalente a un cambio de base.

2
Ch~ (n+ 1)(log2n)m

Y el resultado de simplificar esta expresion es:
Cn~ 1.39(n+ 1)(log, n)
C, ~ 1.39n(log, n) + 1.39(log, n )
donde ﬁ ~ 1.39.

Y debido a que la constante 1.39(log, n ) se vuelve despreciable al compararla con el
término 1.39n(log, n ), es posible simplificar la expresion y dejarla de la siguiente manera:

C., =~ 1.39n(log,n)

Analisis del resultado

Este resultado, correspondiente al numero promedio de comparaciones para el algoritmo
Quicksort en su complejidad temporal y con la implementacion descrita, expresa que el
algoritmo de ordenamiento tiene en promedio un 39% mas de comparaciones que otro
algoritmo que siempre sea tenga complejidad n(log, n ) como podria ser el caso de
Merge sort. Sin embargo, Quicksort resulta mas rapido que otros algoritmos de



ordenamiento como Merge sort debido a que se deben mover 0 manipular menos datos
durante los pasos de ordenamiento recursivo de subarrays.

Si se realiza un script en Python para ver el comportamiento de la funcion obtenida, esta se
ve de la siguiente forma, para un nimero n correspondiente al tamafio del arreglo que se
pasa como parametro al algoritmo.

import numpy as np
import matplotlib

("Input Siz
("Complexity")

Figura 3. Script escrito en el lenguaje de programacion Python para mostrar de forma visual el
comportamiento de la funcién de complejidad promedio de Quicksort. Elaboracion propia
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Figura 4. Grafica que muestra el comportamiento de la funcién de complejidad temporal promedio para el
algoritmo Quicksort. Esta funcion depen del tamafio n del array que se pasa como parametro al algoritmo.
Elaboracién propia
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